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Resumo

Este presente trabalho tem por objetivo estudar o Grupo Diedral (denotado por D,,) de
ordem 2n, o qual torna-se grupo (nao abeliano) com a operagao composigao de aplicagoes.
Os elementos de D,, podem ser obtidos a partir de rotagoes ao redor do centro de gra-
vidade e reflexoes em torno dos eixos de simetria em poligonos regulares. Sendo assim,
verificaremos o caso geral em um poligono regular de n lados e, em seguida, abordaremos
alguns exemplos, em que destacaremos as simetrias do triangulo equildtero e do qua-
drado. Para esse fim, serao necessarios conceitos elementares da teoria de Grupos para o
desenvolvimento deste trabalho.

Palavras-chave: Teoria de Grupos, Grupo Diedral, Poligonos Regulares.
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Introducao

Apresentaremos neste trabalho a Teoria de Grupos, a qual serda importante para
o desenvolvimento do mesmo. Sendo assim, essa teoria voltada para o estudo do Grupo
Diedral serd o foco de nossa pesquisa.

Neste sentido, podemos fazer duas perguntas essenciais para esclarecer melhor o
leitor: “o que € um Grupo?” e “como surgiu essa teoria?”

Grupo é definido por um conjunto nao vazio e as suas operagoes, as quais satisfazem
as seguintes propriedades: a associatividade, a existéncia dos elementos neutro e inverso.
Essa simples estrutura matematica transformou toda a ciéncia Matematica.

Por conseguinte, o estudo de Grupos - a “Teoria de Grupos”, decorre do estudo de
varios matematicos na busca da solugao por radicais de equacoes algébricas.

A seguir, trataremos brevemente da histéria da Teoria de Grupos e, como ela
emerge da “teoria de permutacoes ou simetrias”. Esta ultima, sera fundamental para
nosso estudo, pois o Grupo Diedral esta diretamente relacionado a esse conceito.

Segundo Tezzi (2003), entre 1500 e 1515, o matematico italiano Scipione del Ferro
(1456 - 1526) descobriu um método para resolver a equacao cubica z° + pr = q (p;q >
0). Del Ferro verificou que a equagao dada é resoluvel por radicais. No entanto, a
solugao de Del Ferro apresentou o seguinte desafio para os algebristas: “serd que toda
equacdo algébrica € resolivel por radicais?” Essa questao s6 comecou a ser esclarecida
genericamente na segunda metade do século XVII, através das pesquisas de Joseph-Louis
Lagrange (1736 - 1813). Assim, Lagrange observou que a “teoria das permutagoes ou
simetrias” era de grande relevancia para a resolugao de equacoes.

Em 1824, o matematico noruegués Niels Henrik Abel (1802 - 1829) mostrou que nao
ha nenhuma férmula geral por radicais para resolver as equagoes de grau > 5. Contudo,
uma questao permanecia em pé: “por que algumas equacgoes de grau > 5 sao resoliveis
por radicais e, o que caracteriza esse tipo de equagao? (IEZZI, 2003)

De acordo com Baumgart (1992), estimulado pelo trabalho de Abel, o jovem francés
Evariste Galois (1811 - 1832) mostrou que toda equagao pode ser associada a um grupo
caracteristico e que as propriedades desse grupo podem ser usadas para determinar se a
equacao é soluvel por radicais ou nao.

Portanto, o termo grupo foi utilizado em seu sentido atual pela primeira vez por Ga-
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lois, que grosso modo, procurou descrever os grupos de simetrias satisfeitos pelas solugoes
da equacao algébrica.

A ideia de grupo se tornou um instrumento util para a Matematica e as outras
areas do conhecimento. Ela reflete na teoria das equacoes, na teoria dos nimeros, na ge-
ometria diferencial, na cristalografia, em estudos sobre o dtomo e particulas subatémicas,
etc. Essencialmente, o Grupo Diedral é usado para retratar simetrias de figuras bi(tri)-
dimensionais regulares.

Neste trabalho, o leitor conhecera os principais conceitos, propriedades e resultados
da Teoria de Grupos que, como mencionado anteriormente, servira de base para o estudo
do Grupo Diedral. Para isso, pretendemos nos trés capitulos iniciais, trabalhar apenas
essa teoria, com intuito de fixar melhor os conceitos estudados. E, o ultimo capitulo sera
exclusivo para o estudo do grupo em questao. Sendo assim, o trabalho sera distribuido
da seguinte maneira:

No capitulo 1, serao dadas nogoes bésicas de Grupos, Subgrupos e Grupos Ciclicos,
em que destacaremos propriedades, proposicoes e exemplos relativos a esses topicos.

No capitulo 2, estudaremos Classes Laterais e daremos exemplos das mesmas.
A partir desse conceito, definiremos Subgrupos Normais e destacaremos alguns de seus
exemplos. Além do mais, apresentaremos o Teorema de Lagrange e definiremos Classes
Conjugadas. Esta tultima, serd relacionada com Subgrupos Normais.

No capitulo 3, apresentaremos Homormofismo de Grupos e as principais proprieda-
des que envolvem o mesmo. Partindo desse conceito, definiremos [somorfismo de Grupos e
mostraremos exemplos. Além disso, abordaremos o Grupo de Permutacoes e importantes
resultados desse conceito, que sera relevante para estudo do Grupo Diedral.

Por fim, o capitulo 4 serd o centro deste trabalho, em que sera tratado da gene-
ralizacao e exemplificacao do Grupo Diedral. Neste sentido, pretendemos por meio da
generalizagao, apresentar os movimentos de rotagoes e reflexoes, que ocorrem no poligono
regular P, e, formam o conjunto D,. Além do mais, provaremos que D,, é grupo (nao
abeliano) com a composigao de aplicagoes. Esse grupo pode ser chamado de Grupo Di-
edral ou Simétrico ou até mesmo de Grupo de Permutagoes, ja que os movimentos sao
representados por permutagoes. Os resultados obtidos na generalizagao serao observados
através de exemplos, em que destacaremos os grupos de simetrias do triangulo equilatero

e do quadrado. Além disso, dispomos da teoria elementar de Grupos, vista nos capitulos
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iniciais para estudar melhor o Grupo Diedral. Sendo assim, veremos toda essa teoria sendo

“aplicada” nos exemplos de Grupos de Simetrias.
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1 Grupos

Neste capitulo, apresentaremos as defini¢oes de Grupos, Subgrupos e Grupos Ciclicos,

algumas de suas propriedades e destacaremos exemplos.

1.1 Definicao e Exemplos de Grupos

Definicao 1.1.1: Seja A um conjunto nao vazio. Uma operacao binaria * é uma aplicacao
de A x A em A, que associa a cada par ordenado de elementos de A, algum elemento em

A:

x: AXA—A

(a,b) — a*b.

Defini¢ao 1.1.2: Um grupo é um par ordenado (G, *); em que G é um conjunto nao
vazio, onde esta definida uma operacao binaria entre pares de elementos de (G, denotada

por:

x:GxG—=34d
(z,y) = x*y

Dizemos que (G, *) é um grupo, se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
(i) A operacao x é associativa, ou seja, v (yx z) = (rxy) x 2,V z,y,z € G.

(71) Existe um elemento neutro (denotado por e) tal que zxe =exx = a2,V € G.

1 1

(711) Existe um elemento inverso (denotado por z7!) tal que z x 27! = 271 %z =
e,Vzed.

(i) Um grupo (G, *) é abeliano ou comutativo se: zxy =y z,V z,y € G.

Propriedades 1.1.3: Se (G, %) é grupo, tem-se as seguintes propriedades:
(P1) O elemento neutro ¢é tnico.
(P,) O elemento inverso de cada elemento de G é tinico.

(Ps) (z ) '=z,Vzed.



1.1 Definicao e Exemplos de Grupos 13

(Py) (x % y)_l =y txartVa,yed.

Demonstracao:

(Py) Se ey, ey sdo elementos neutros de G, logo e; = e; x e3 = €.

(P,) Sejam x € G e seus dois elementos inversos 1,7y € G tais que x x x; =
TI*T =€EeTxTg=ToxT =€ Seque qUe T; = €*T] = To* T *T1 = Ty * € = Ty €,
portanto, o inverso é unico.

(P3) Queremos encontrar um inverso de x=!. Como G é grupo, existe y € G tal

— -1\-1 S -1 _ 1 -1 _ —
que y = (x71) 7. Segue que x7 ' xy =€, logo xxx' xy = xxe = y = x e, portanto,

(z7H =1z

1

(Py) Sejam z,y € G e 27! = (x*y)™t € G. Temos que (z *y) x 2~! = e, entao
T x(zry)kz Tt =r ke = yxz T =27 =y laykz T =yl Dal, 27 =y k!
e, portanto, (z*y) ™t =yt x a7l n

Observagao 1.1.4: A operacao do grupo pode ser definida por uma soma ou multi-
plicagao usual, sendo representadas por (G,+) grupo aditivo e (G,-) grupo multiplica-
tivo, respectivamente. Temos outras operagoes como, a composicao de fungoes, represen-
tada por (G, o) e, operagdes nao triviais que satisfazem as propriedades de Grupo. Se a

operagao estiver implicita, vamos nos referir ao grupo (G, *) simplesmente por grupo G.

Exemplo 1.1.5: (Z,+), (Q,+) e (R, +) sao grupos (aditivos) abelianos.

Exemplo 1.1.6: C é grupo abeliano com a soma usual.

Demonstracao:

(i) Associativo: Sejam x,y, z € C, 3 aq, ag, as, by, be, by € R tais que z = a1+bi,y =
as + bai, z = ag + bsi. Segue que, (x4 y) + z = [(a1 + bii) + (ag + bai)] + (as + bsi) =
[(a1 4+ ag) + (by + b2)i] + (a3 + bsi) = (a1 + az + ag) + (by + ba + b3)i = (a1 + byi) + [(as +
ag) + (by + b3)i] = x + (y + 2).

(i) Elemento neutro: Tomemos x,e € C,3 ay,by,eq,e € R tais que z = a3 +
bit,e = e1 + eqi. Mostraremos que de € Ctal que x +e =e+x = x. Se x4+ e = x, entao

(ay + b13) + (e1 + e2i) = ay + byi = (a1 + 1) + (b + e2)i = a1 + byi. Logo, dispomos do
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seguinte sistema:

a;+e =a; (1)

by +ex=b1 (2)
De (1) e (2), temos e =0 e ey =0 = e = e;+ €21 = 04+ 0i € C. Dai, a seguinte igualdade
é vélida: e4+x =z = (e1 +eat) + (a1 +b1i) = ay + byi, pois (04 0¢) + (ay + b1i) = ag + byi.

(7ii) Elemento inverso: Tomemos = € C tal que x = a; + b4, queremos encontrar

1 1

x~! € C, que satisfaca  + 27! = 27! + 2 = e. Dai, substituindo em = + 27! = e, temos
(a1 +bi) +27' =0= 27! = —a; — byi. E, retomando 27! + x = e, percebemos que, de
fato, a; + b1i — a3 — byi = 0 + 0i.

(iv) Comutativo: Sejam z,y € C,3 aj,az,b;,bo € R tais que z = ay + byi,y =
ag+bai. Entao, x4y = (a1+b17)+ (ag+b2i) = (a14az)+(b1+b2)i = (ag+ay)+ (ba+by)i =
(ag + byi) + (a1 + byi) = y + x. Como (C, +) satisfaz as propriedades acima, concluimos

que C é grupo abeliano com a soma. n

Exemplo 1.1.7: Q* e R* sao grupos abelianos com a multiplicacao usual.

Exemplo 1.1.8: C é grupo abeliano com a multiplicacao usual.

Demonstracao:

(i) Associatividade: Sejam x,y, z € C tais que x = a1+b11,y = as+bai, 2 = az+bsi,
com ay, as, as, by, by, bs € R. Provaremos que (z.y).z = x.(y.2).
(1) (z.y).2 = [(a1 + b1i).(ag + bai)].(az + b3i) = (aras + a1bei + asbyi — biby).(as + bsi) =
a1asa3 + aragbei + asagbii — asbiby + aiasbsi — a1babs — bibobsi — asbbs.
(2) z.(y.2) = (a1 + byi) + [(az + bai).(az + bsi)] = (a1 + b1i).(asas + asbsi + azbyi — bybs) =
a1a2a3 + a1asb3t + arasbat — a1babs + asasbit — asbibs — asbiby — b1babst.

Como (1) e (2) sao iguais, dizemos que vale a associatividade.

(i) Elemento neutro: Sejam x,e € C tais que © = a; + byi,e = e + e, com
ai,bi,er,es € R. Queremos encontrar e € C tal que z.e = e.x = x. De x.e = x, temos
(ay + byi).(e1 + e9i) = ay + byi = (a1e1 — byes) + (ares + biey)i = ay + byi. Resultando no

sistema:
ai€e1 — b1€2 = a1 (1)

ai1€9 + b1€1 = b1 (2)
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Multiplicamos (1) e (2) por a; e by, respectivamente:

a%el —a1bey = a%

a1b1€2 + b?el = b%

Somando ambas as equagoes, temos a?e; +bie; = a?+b? = e1(ai+b?) = a?+0b%. Dividindo
os membros da equagao resultante por a? + b?, com a; # 0 e by # 0, obtemos e; = 1.
E, substituindo em (1), segue que a; — bjes = a3 = e; = 0. Se e = 1+ 0i € C, entdo
(1+07).(ay + by7) = ay + byi.

(711) Elemento inverso: Tomemos z,x~' € C,3 ay, by, z1, 72 € R tais que x = a; +

1 1

bii, v~ = 21 +x9i. Queremos encontrar ! € Ctalquez.x ™! =2 ta =e. Sex.x™! =e,
entao (aj + b14).(z1 4+ x9i) = (14 0i) e, portanto, (a;x1 —byza) + (a1xe +biz1)i = 1+ 0i.

Construindo o sistema, temos:

aixry — b1$2 =1 (1)

a1Ty + bll’l =0 (2)
Multiplicamos (1) e (2) por a; e by, respectivamente:

a%a:l — albll'g = ay

alblxg + b%.ﬁl?l =0

a
Somando as equagoes, temos air; + b3x; = a1 = 11 (a? +03) = a3 = 11 = a2—~:bQ com
17107
o ai —by
a; # 0 e by # 0. Substituindo em (2), temos a;xs + by (M) = Ty = m com

aq 7& Oe b1 7é 0.
(iv) Comutativo: Sejam z,y € C tais que © = ay + b1i e y = ag + bei. Segue que

€Ty = (a1 -+ b1i>(a2 -+ ng) = ay1a9 + CleQi -+ azbl’i — blbg = (CLQ + b22) (CL1 + bll) =Y.Z. ]

Definigao 1.1.9: Seja Z,, = {0,1,...,m — 1}, onde @ € Z,, édadopora = {gm + a|q,m €

Z e m > 1}. O conjunto Z,, é denominado conjunto das classes de restos médulo m.

Exemplo 1.1.10: (Z,,,+) é grupo abeliano.
Demonstracao:
(i) Fechado: Tomemos Z1,T3 € Zy,. Se Ty + T = o1 + x9 < m, entdo T7 + T3 =

1+ 20 € L. Se Ty +Tg = 21 + 29 > m, 3 q,7 € Z tais que x1 + xo = gm + r, para

0<r<m.Dai,x1+xo=qgm+r=qm+7 =7 € Z,.
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(#4) Associativo: Sejam T7,7T3,T3 € Zy, temos (T7 + T3) + T3 = (21 + 22) + T3

Ty + 2o + a3 =71 + (T2 + 73) = T1 + (T2 + T3).
(#i) Elemento neutro: VT € Zj,, provaremos que 3 € € Z,, talque T+e =x + ¢ =

etr=e+T=7.SeT+e=7=,entdao e =0 € Z,,. Substituindo na segunda equacao,

temos 0+Z=0+x =T.

—~

iv) Elemento inverso: V T € Z,,, verificaremos que 3§ € Z,, tal que T+ 7 =

T+y=y+tao=y+7T==e. Segue que T+ 7y = 0, assim j = —T € Z,,. Substituindo em
Y+T=¢ temos —T+ZT=—z+x=0.

(v) Comutativo: Sejam T7,Ty € Z,,, note que T7 + Ty = T1 + Tg = Ty + T =

Ty + 7. -

Proposigao 1.1.11: (Z? ,-) é grupo se, e somente se, m é primo.

Demonstracao:

(=) Por hipétese, temos que (Z7,,-) é grupo, logo a multiplica¢do estd bem defi-
nida. Provaremos por absurdo, partindo da ideia que m é composto. Suponhamos que
A7,y € Z7, tais que T.y = T.y = m. Segue que T.y = m = 0, o que é um absurdo, pois
Te 7.

(<) Se m é primo, entao mdc (x,m) = 1, para x € Z*,. Provaremos que (Z%,,-) é

grupo.

(i) Fechado: Sejam 7,y € Z,, temos T.y = T.y # m (pela hipétese) e, portanto,
Ty=zy#0€Z;,.

(77) Vale a associatividade, basta tormarmos 7,7,z € Z,. Assim, temos (Z.7).Z =
(zy)z=7yz=7.(y2) =7.(y.2).

(74) Elemento neutro: V7= € Z} ,3 € € Z! tal que T.¢ = T.¢ = e.T = €.T = €. Se
T.e =T, entdo € = 1 € Z*,. Verificando na segunda equacio, temos 1.7 = 1.z = T.

(7v) Elemento inverso: Seja T € Z,, provaremos que existe um inverso y € Z:,. Se
m é primo, logo mdc (z,m) =1 = J a,b € Z}, tal que ax + bm = 1. Entdo, ax + bm = 1

= az + bm = 1. Como bm = 0, temos que @z = 1 e, portanto, @ = 7. n

Exemplo 1.1.12: Seja G ={f: R — R | f(z) = ax + b,a,b € R,a # 0}. Mostraremos
que GG é grupo abeliano com relagao a composicao de fungoes.

Demonstracao:
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(i) Fechado: Sejam f(x) = a1x + by e g(x) = asx + be. Segue que f(z) + g(x) =
(a1 + b1) 4 (asx 4+ be) = a1z + asx + by + by = (a; + az)x + (by + b2) € G.

(i) Associativo: Tomemos f(x) = ajx + by, g(x) = agx + by e h(x) = agx + bs.
(1) fo(goh)= flglasx+ b3)] = flaz(aszx + b3) + bo] = flasasx + asbs + bs] = a1 (azazx +
asbs + by) + by = ayasazx + ayasbs + arby + by.
(2) (fog)oh = [f(axx + by)] o h = [a1(asx + by) + b1] o h = [ayasx + a1y + by] o h =
ajas(asx + bs) + a1by + by = ajasasx + ayasbs + a1by + by.

Como (1) = (2), vale a associatividade.

(7ii) Elemento Neutro: Sejam f,e € G tais que f(z) = ax + b,e(z) = e1x + es.
Queremos encontrar e(x) € G tal que (foe)(x) = (eo f)(z) = f(x). Dal, (foe)(z) =
flerx+es) = alerx+es)+b = aejx+(aex+b). Como (foe) = f(x), temos aex+(aea+b) =

ax + b. Assim, obtemos o seguinte sitema:

ae; =a

aes +b=2">

Entado, e; = 1 e eg = 0, com a # 0 e, portanto, e(z) = z € G. Substituindo e(z) na
segunda equagao, temos (e o f)(z) = e(ax +b) = 1(ax +b) + 0 = ax + b = f(x).

(1v) Elemento inverso: Sejam f, f~ € G tais que f(z) = ax+b, f ' (z) =d'z+ V.
Queremos encontrar f~!(x) € G tal que (fo f7')(z) = (f~' o f)(z) = e(x). Se ad'x +
abl + b= 1x + 0, entao

aa’ =1
abll +b=0
Resolvendo o sistema, temos o' = %, b = %b, logo f~(z) = %x — g € (G. Substituindo em
(f o f)(z) = e(x), temos f~(az +b) = L(ax +b) — & =z =e(z).

(v) Comutativo: Tomemos f, g € G tais que f(z) = ax +b e g(x) = cx + d. Como
(fog)(x) = flcx+d) =alcx +d)+b=acx+ (ad+b). E, (go f)(x) = glax +b) =
c(ax + b) + d = cax + (cb + d). Temos que (f o g)(z) # (go f)(x). =

Exemplo 1.1.13: (M, (R),+) é grupo abeliano.
Demonstracao:
(i) Associativo: Sejam A, B,C € M, (R), temos que (A+ B)+C =A+ (B+ ().

(74) Elemento neutro: Verificaremos a existéncia de uma matriz £ € M,(R) tal
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ay;y ... QAip
que A+ E=FE+ A= A Tomemos A e E € M,(R) tais que A =
Ap1 .- Qpp
€11 ... €1n air ... Qin €11 ... €1n
e F = e . Segue que A+ E = Pt + Pt =
€nl .- Cnn Ap1 - .. Qpp €nl --- CEnpn
a1 +eyq ... a1n+€1n air ... Qin 0O ... 0
= P =E=1]: " | =2>A+0=A
Apl + €n1 ... Qupn + €nn Apl  --- CGnn 0O ... 0

(777) Elemento inverso: Queremos encontrar uma matriz A~ € M,(R) tal que

A+ A7 = A"+ A = E. Para isso, tomemos A e A~ € M,(R) tais que A =

aiy ... Qip ay, ... ay, ail ... Qip
e A7l = Dot . Segue que A+ A"t = ot +
an1 A ay ... oa, an1 A
—ay ... —ai, ajpp +ay ... ap, +ay, 0 ... 0
—|— = = = Ail =
—Qpl ... —Qpp Ap1 4+ aly oo Qpp A+ Qe 0 ... 0
—aiy ... —Qip
= : : = A-A=FE=0.
—Ap1 ... —Qpp
(7v) Comutativo: Tomemos A, B € M,,(R), temos A+ B = B+ A. =

Exemplo 1.1.14: GL,(R) = {M € M,(R) | det M # 0} é grupo com a multiplicagdo
usal de matrizes.

Demonstracao:

(i) Associativo: Sejam A, B,C € GL,(R), entdo vale a igualdade (AB)C =
A(BC).

(7) Elemento neutro: Seja A = e € GL,(R). Nota-se que a ma-
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1 ... 0
trizl,= |+ *-. i | éoelemento neutro de GL,(R). Pois, Al,, = I,A = A. Segue que
0 . 1
ayy ... Qaip 1 ... 0 a1+ ...+a1,.0+ ... a1.04+ ...+ a,.1
Al = _ . ) )
Apl -+ Gpp 0 ... 1 a1+ ...+ a0 ... a0+ ... +an,.l
an QA1n
= = A
Qn1 QAnn

(77) Elemento inverso: Verificaremos a existéncia de uma matriz A~!, que satisfaga
a igualdade AA™! = A7'A = [,,. Para isso, é sufuciente mostrar que A=' € GL,(R), ou
seja, det (A7) # 0. Temos que AA™! = I, (hipétese), logo det (A).det (A™') = det (I,,).
Sabemos que det (I,,) = 1, entao det (A7) = m. Como A € GL,(R), temos det A # 0
e, portanto, det (A™') # 0 € GL,(R).

(#41) Comutativo: Mostraremos que nem sempre G L, (R) com a multiplicagao usual

serd comutativa. Podemos observar o contraexemplo a seguir:

3 1 1 2
Sejam A= € MQ(R) e B= S MQ(R)
2 4 2 4
3 1 1 2 5 10
AB = =
2 4 2 4 10 20
1 2 31 79
BA = =
2 4 2 4 14 18
Como AB # BA, GL,(R) nao comuta. ]

Exemplo 1.1.15: Mostre que Z X Z munido com a operagao A definida por (a,b) A
(¢,d) = (a+ ¢,b+ d) é grupo abeliano.

Demonstracao:

(7) Associativo: Sejam (z1,v1), (2, y2), (x3,y3) € Z X Z.
(1) [(a,0) A (e,d)] A& (e, f) = [(x1,91) A (x2,42)] A (23,43) = (€1 + 22,41 +42) A
(3, y3) = (21 + T2 + @3, 41 + Y2 + y3)-
(2) (a,0) A [(e,d) A (e, f)] = (zr,3) A [(22,52) A& (23,43)] = (21,51) A& (22 +
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T3, Y2 T Ys) = (21 + T2 + 23,41 + Y2 + Ys)

Como (1) = (2), vale a associatividade.

(74) Elemento neutro: Tomemos (x1,y,) € Z X Z, provaremos que 3 (e, e3) € Z X Z
tal que (z1,y1) A (e1,e2) = (e1,e2) A (x1,91) = (x1,41). Segue que (z1,y1) A (e1,€e3) =
(x1,11), resulta no sistema:

r1+e =z (1)

y1+ex=e1 (2)
Logo, (e1,e2) = (0,0) € Z x Z. Verificando o resultado na segunda equagdo, temos
(e1,e2) A (z1,51) = (0,0) A (21,91) = (0+ 21,0 +y1) = (z1,41).

(74i) Elemento inverso: Seja (x1,y1) € Z X Z, mostraremos que 3 (2}, y;) € Z X Z
tal que (z1,91) A (21, 91) = (21, 41) A (21,41) = (€1, €2). Segue que (z1,41) A (2,4;) =
(e1,€2) = (w1 + 27,51 +y1) = (0,0). Resultando em:

o +xy=0 (1)
p+y =0 (2)
Assim, (27,vy]) = (—x1,—y1) € Z x Z. Substituindo em (2},y}) A (z1,y1), temos
(—z1,=y1) & (21,51) = (=21 + 21, —y1 +y1) = (0,0).
(iv) Comutativa: Sejam (z1,v1), (22, Y2) € Z X Z. Segue que (z1,y1) A (22,y2) =

(1 + 22,91 +y2) = (T2 + 21,02 + 1) = (22, 92) A (21, 11). u

1.2 Subgrupos

Definigao 1.2.1: Seja (G, *) um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Diz-se que
H é um subgrupo de G se H for grupo com a operacao de G. Isto é, H é subgrupo de G
(denotado por H < @), quando satisfaz as seguintes condigoes:

(i) x1 xx9 € H,¥Y 21,29 € H.

(1) 21 * (To * 23) = (T1 * T2) * 23,V 1, 29,23 € H.
(i) ey € Htal que ey xx =x ey =x,Va € H.
(w) Ik e Htalque kxx=xxk=ey,VaecH.

Observagao 1.2.2: Seja H um subgrupo de G, temos:

1) O elemento neutro ey de H é necessariamente igual ao elemento neutro e de G.
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Prova: Tomemos v € H C Geey € H,logo x xeg = eg xx = x. Segue que

1 1

rxeg=x=c 'xxxeg=a ' *x2. Como xz~! *x = e, obtemos ey = e. (]
2) Seja x € H, seu inverso em H é necessariamente igual ao inverso de x em G.

Prova: Tomemos x € H C Geke Htalque kxx =x%xk =ey. Como ey = e,

entao k x x = x x k = e e, portanto, k é inverso de z em G. m
a b
Exemplo 1.2.3: Mostraremos que o conjunto H das matrizes do tipo com
—b a
a,b € R e a e b ndo nulos simultaneamente, constitui um subgrupo do grupo G Ls(R).
Demonstracao:
. a b c d
(i) Fechado: Sejam A = € He B = € H. Segue que
—b a —d c
a b c d ac—>bd  bc+ ad
AB = = eH
—b a —d ¢ —(bc +ad) ac—bd

(71) Vale a associatividade: Sejam A, B,C € H, temos que (AB)C = A(BC).
(74i) Elemento neutro: A matriz I, satisfaz a condigao imposta pelo exercicio. E,

como ja sabemos Al, = [,A = A, para A € H.

a
(iv) Elemento inverso: Seja A = € H, mostraremos a existéncia de
—-b a
uma matriz A~! € H tal que AA™ = A7'A = [,,. Como det (A) # 0, entdo existe A™!
1 a —b 1 a —b
tal A7l = = A7l = € H.
o ane det (A) | p 4 21|, .

Proposigao 1.2.4: Seja G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Assim, H é
um subgrupo de G se, e somente se, as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) 21 xx9 € H,¥Y 11,29 € H.

() ' e HVz € H.

Demonstracao:
(=) Por hipétese, temos que H é subgrupo de G, dai @y x 9 € H, V 21,29 € H.
Além disso, pela propriedade (#:7) de subgrupo, temos que 3 k € H tal que kxx = zxk =

e,V x € H; como j4 observamos k = ! € H, pois ao tomarmos x € H, o seu inverso em
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H é necessariamente igual ao inverso de x em G.

(<) Sabemos que x1 * x9 € H,V x1,29 € H (por hipdtese), isto é, H é fechado
para a operacao de GG; o que nos mostra que a operagao de G induz uma operacao em H,
e a mesma sera associativa, ja que a operacao é associativa em G. Além do mais, temos

quer '€ HVx € He,e=a1%ux, segue que e € H. n

Exemplo 1.2.5 Consideremos o grupo aditivo M3(R). Mostraremos pela proposigao

a b
1.2.4, que o conjunto H das matrizes , com a4+ d =0, é subgrupo de Ms(R).
c d
Demonstracao:
. . ) ail  a12 b1 bio
(i) Sejam as matrizes A = €He B= € H. Como
21 Q22 ba1 Do
a11 + Qo9 = Oe bn + b22 = O, temos respectivamente: Q99 = —Q711 € b22 = _bll-
Logo, A+ B — aj; a2 L bii b2 _ ajr + by aip + b1a cH
ag1 —a11 i b1 —bn az1 + by —(an + b11)
.. . aip Q12 _1
(i) Seja A = € H Como A~ = —A € H e —ayp = arp, temos
i A21 Q22 i
—ay; —a
Al = H 12 € H. n
—a21 an |

Exemplo 1.2.6: Seja o grupo G = (Z, +), verificaremos se H = (27Z,+) é subgrupo de
G.

Demonstracao:

(i) Sejam z,y € H tais que x = 2n e y = 2m, com n,m € Z. Dai, x +y =
2n+2m=2(n+m) € H.

(77) Tomemos x € H tal que z = 2n, com n € Z. Queremos provar que ' € H.
De fato, 27! = —2n € H e, portanto, H é subgrupo de (. De maneira mais geral, temos

(nZ,+) com n € Z é subgrupo de (Z,+). »

Exemplo 1.2.7: Se H; e Hy sao subgrupos de GG, entao H; N Hy é um subgrupo de G.

Demonstracao:
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(7) Por hipétese, temos que Hy e Hy sao subgrupos de G. Tomemos x,y € HyN Ho,
logo z,y € Hiex,y € Hy = x*xy € Hy e x xy € Hy. Assim, temos que = xy € H; N H,.
(i1) Sex € H e x € Hy, entao d 27 € Hy e x7' € Hy. Como x € Hy N Hy, temos

que z=t € H; N Hs. n

1.3 Grupos Ciclicos

Definicao 1.3.1: Sejam a e x um numero real, em que a é a base e x é o expoente. Uma

poténcia pode ser escrita na forma a”, isto é, a é multiplicado por ele mesmo x vezes.

Definicao 1.3.2: Seja G um grupo multiplicativo. Diz-se que G ¢ ciclico se existir um
elemento a € G tal que todo elemento x de G pode ser escrito na forma a™ (poténcia
m-ésima de a), para algum inteiro m. Logo, se um elemento a € G satisfaz a essa condigao

é chamado de gerador de G, denotado por G = [a] = {a™ | m € Z}.

Observacao 1.3.3:

e Se m > 0, tem-se a° = e (elemento neutro de G) e a™ = a

definicao pode ser interpretada da seguinte forma: a' = a'~'.a = a’.a = e.a =

a:a®> = a*t.a=a'a=a.ua; ectc.

e Sem < 0, tem-se ™ = a7 = (g7™) 7L,

Proposicao 1.3.4: Seja G um grupo multiplicativo. Se a € G e m,n € Z, segue que:
(i) a™a"™ = a™*™;

(i) (a™)™ = a™.

Demonstracao:
Demonstraremos apenas a proposigao (i). A demonstragado da proposi¢ao (i)
encontra-se disponivel em reféncia [3] (p. 176). Desta forma, provaremos por indugao

sobre n, o caso particular n > 0e m +1r > 0.
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0 _—

(1) Para n = 0, temos que a™.a" = a™.a’ = a™

e =a" =a = a™™. Logo, a

proposicao é valida para n = 0.

—+r

(2) Suponhamos que a seguinte proposigao seja verdadeira: ™" = a™.a", para n = r.

Provaremos o caso em que n =r + 1. Sejam r > 0 e m + r > 0, para qualquer inteiro m,

temos a™t" = a™.a"t! = a™.a"tV g = a™a".a = a7 .a = amTHL m
Proposicao 1.3.5:
(7) O subconjunto [a] é subgrupo de G

(74) Se H é um subgrupo de G ao qual a pertence, entao [a] C H.

Demonstracao:

(1) Sabemos que [a] # 0, pois e € [a], em que e = a°. Além disso, provaremos que
a operagao estd bem definida e, que o inverso pertence a [a]. Tomemos = = a™ e y = a”,
com m,n € Z. Dal, zy = a™a™ = ™™ € H. Observe que o inverso estd em [a], pois
tomando @™ € [a], temos que 3 a~! tal que a™™ = a~! € [a]. Assim, temos que a™a"t =1
= amdma =g =g =g = dlat=a" = a =a™ € [dl.

(74) Por hipdtese, temos que a € H. Dai, a™ € H e, portanto, [a] C H. n

Proposicao 1.3.6: Todo subgrupo de um grupo ciclico também é ciclico.

Demonstracao:

Seja (G, -) um grupo ciclico e H um subconjunto de G. Se H é um subgrupo do
grupo ciclico G = [a], entao todo elemento de H é da forma a™, para m € Z. Supondo
que H = {a’} = e, entdao H é gerado por e. Assim, qualquer poténcia de e serd igual a
ele mesmo e, portanto, H ¢é ciclico. Agora para o caso de H # {e}, entdo H inclui um
elemento a™, com m # 0. Dai, podemos observar os casos a seguir: Se m > 0= o™ € H,
Sem < 0= (am)"! =a™ € H. Logo, existe um elemento b = a" € H. E nesse caso,
h é o menor inteiro extritamente positivo. Provaremos que b = a” gera H. Para isso,
tomemos x = a” € H. Usando Algoritmo de Euclides, podemos tomar n como dividendo
e h como divisor, dai 3 ¢, € N tais que n = hq + r, com 0 < r < h.

Segue que r = a" = a"" = ¢Ma" = (a")%" = b9a". Observe que, z = bla"
= z(a")™! = ba"(a")t = z(a") = V= 27 lx(@) = 27 = (") = 27 =

(a")™H)™t = (7)™ = a" = b~ %2. Logo, a" € H, pois x € H e, como b € H =
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b7 € H. Ser >0, temos que:

(1) Se r > 0, entao existiria um elemento em H com expoente estritamente positivo e
menor que h, o que contradiz a hipétese (pois h é o0 menor);

(2)Ser=0= 2 =a"=a" = (a")? = b9, assim x € [b] = [a"]. Isso significa que H C [b].
Por outro lado, se b € H, entao as poténcias de b pertencem a H, dai [b] C H e, portanto

H =1[b]. ]

Definigao 1.3.7: Seja G um grupo aditivo. Se a € G e tomando x € G escrito na forma
m.a (multiplo m-ésimo de a), para algum inteiro m, entdo G é grupo ciclico. Diz-se a é

um gerador de G, se existir a € G tal que G = [a] = {m.a | m € Z}.

Observacgao 1.3.8:
e Sem >0, entao 0.a = e (elemento neutro de G) e m.a = (m — 1).a + a, se m > 1.

e Sem <0, tem-se m.a = —[(—m).a.

Exemplo 1.3.9: Tomemos o grupo multiplicativo Z% das classes de resto médulo 7 e,

seja @ = 3.
Segue que 3’ =1, 3 =3,3 =2,3=6,3 =4,3 =5,3 =1,...

Exemplo 1.3.10: Sejam G = { 1, —1, i, —i} com a multiplicagao usual e a = i.

Temos que ° = 1, 4!

{1, -1, i, —i} =G.

g ..

=4, 2 =-1, 3 = —4 * = . e, portanto, [ i | =

Exemplo 1.3.11: Sejam (Z,+) e a =1, temos [ 1 | = Z.

De fato, VmeZ=1m={..., =3, =2, =1, 0, 1, 2, 3,... } = Z.

Observe que um grupo ciclico pode possuir mais de um gerador. Retomando os

exemplos anteriores (respectivamente), temos que:
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Exemplo 1.3.12: Sejaa@ = 5, temos 5 =1, 5 =5, 5 =4, 5 = 6,
3,5 =1,...dai, [5]={T, 2 3, 1, 5,6} =2~
Exemplo 1.3.13: Tomemos a = —i, assim (—i) = —1, (—i)! = —4, (—i)

i...e, portanto, [ —i | também é gerador de G.

Exemplo 1.3.14: Seja a = —1, temos Z = {(—1).m | m € Z}.
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2 Classes Laterais e Conjugadas

Neste capitulo, abordaremos os conceitos de classes laterias a esquerda e a direita.
Posteriormente, definiremos Subgrupos Normais a partir desses conceitos. Além do mais,

apresentaremos o Teorema de Lagrange e definiremos Classes Conjugadas.

2.1 Classes Laterais

Proposigao 2.1.1: Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e z,y € H. Sobre G, a
relacao R definida por:

yRr < 2 'y € H

¢ uma relagao de equivaléncia.
Demonstracao:
(7) Reflexiva: Seja x € G,3 27! € G tal que x7 'z = e. Como e € H, temos que

zRx.

(74) Simétrica: Tomemos z,y € G. Provaremos que, se yRz, entdo zRy. Temos

1 1

yRr & 'y € H, entao (v 'y)"' =y 'z € H e, portanto, zRy.
(73i) Transitiva: Sejam z,y,z € G. Provaremos que, se yRx e xRz, entdo yRz.
Por hipétese, temos que yRr < 2~ 'y € H e xRz < 2z 'x € H. Logo, (z7'z)(z'y) € H,

entdo 2 'y € H e, portanto, yRz. n

Observagao 2.1.2:

1) De maneira andloga, se G é um grupo e H um subgrupo de G, a relagao
rR*y < yz~! € H também é uma relacao de equivaléncia.

2) SeyRz < z7'y € H, entao 3 h € H tal que 'y = h e, portanto, y = zh. Pois,
tomando y = zh e, substituindo em 2 'y = 2 'ah =eh=h <y € xH = {zh | h € H}.
Logo, a classe de equivaléncia de x € G, definida pela relagdo R é {y € G |yRx} = xH.

1

Quando a relagdo é yR*x < yz~ ', a classe de equivaléncia de y € G é {y | yR*'r € H} =

Hzx.

Definigao 2.1.3: Sejam (G,-) um grupo e H um subgrupo. A classe de equivaléncia
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xH ={zh | h € H} (respectivamente Hx = {hz | h € H}) é chamada classe lateral de x

a esquerda (respectivamete a direita) de H em G.

Defini¢ao 2.1.4: Sejam (G, +) um grupo e H um subgrupo. A classe de equivaléncia
r+H={x+h|he H} (respectivamente H + z = {h+ x| h € H}) é chamada classe

lateral de = a esquerda (respectivamete a direita) de H em G.

0 -2
Exemplo 2.1.5: Seja H = [a] um subgrupo de G = GLy(R), onde a = ) e,
3 0
seja r = . Calcule as todas as classes laterais em relacao ao subgrupo de G.

Sabemos que G é grupo multiplicativo, e que o subgrupo H constitui-se de poténcias

tais que [a] = {a™ | m € Z}.

1 0 0 -2 0 -2 0 —2
Entao, a° = =e;al = =a; a’> =a.a = =
01 Loy Lo |[L oo
-1 0 -1 0 0 -2 0 2
= cad=a%a = = s at=ata =
0 -1 : 0 -3 0
0 2 0 — 1
= = . Segue que H = {e, a, a*, a}.
1 1
—2 0] |2 0
2 1 -2 1 -2 1 2
vH = {z, za, va® za , ,
3 20 0 -3 -3 -1
1 —6 -1 -2 0 6
Hz = {z, axr, a®x a’x} = , , ;
01 0 -3 -3 -1

Exemplo 2.1.6: Sejam G = (Zis,+) e H = {0,4,8} um subgrupo de G. Calcule as
classes lateraisx + H e H + z,V x € G.

(1) As classes laterais a esquerda sao:



2.2 Subgrupos Normais

29

H+2={0+2,4+2,8

H+3={0+3,4+3,8+3}=

H+5={0+54+58+5}=

{
{
H+4={0+44+48+4}={
{
{

H+6={0+6,4+6,8+6

—

Observe que as classes laterais a direita (respectivamente a esquerda) repetem a

partir de 6 + H (respectivamente H + 6).

2.2 Subgrupos Normais

Definicao 2.2.1: Sejam G um grupo e H um subgrupo de GG. Diz-se que H é subgrupo

normal (denotado por H < G) se, V = € G, se verifica a igualdade *H = Hz (respectiva-

mente v + H = H + x).

Observacgao 2.2.2: O numero de classes laterias a esquerda de H ¢ igual ao nimero de

classes laterais a direita de H.
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Proposicao 2.2.3: Sejam (G,:) um grupo e H um subgrupo normal de G. Entao,
(zH)(yH) = (zy)H, V¥ z,y € G.

Demonstracao:

Verificaremos se uma operagao em G induz uma operacao sobre o conjunto de
classes laterais a esquerda de H em G. Desta forma, faremos a demonstracao em duas
etapas:

(i) Provaremos que (zH)(yH) C (zy)H.

Seja ' € (zH)(yH). Assim, 3 hy,hy € H tal que 2’ = (xhy)(yhs) = x(h1y)he.
Sabemos que, Hy = yH (por hipétese) e, além disso, temos que h;y € Hy. Entao,

eH

P
3 hy € H tal que hyy = yhs. Assim, ' = x(h1y)ha = x(yhs)ha = (zy) hsha e, portanto,

¥ € (zy)H = (zH)(yH) C (zy)H.
(i) Provaremos que (zy)H C (zH)(yH). Sejam 2’ € (zy)H ¢ h € H, logo

cH eyH
€xH €y
¥’ = xyh. Tomemos e € H tal que ' = (ze) (yh), assim 2’ € (¢H)(yH) = (zy)H C
(xH)(yH).

De (i) e (ii), segue que (zH)(yH) = (xy)H. n

Exemplo 2.2.4: Seja (G,-) tal que G = {—1,1,—i,i} e seu subgrupo H = {—1,1}.
(-1).H={(-1).1,(-1).(-1)} ={-1,1} = H.(-1)
1LH = {1.(-1),1.1} =1, -1} = H.1
(=i)H = {(=i).(=1), (=i).1} = {—1,i} = H.(—i)
iH = {i1,i.(=1)} = {i, —i} = H.

Exemplo 2.2.5: Tomemos (Zg, +) um grupo ¢ H = {0, 3} um subgrupo de G.
0+H={0+0,0+3}={0,3}=H+0
1+H={1+0,143}={1,4}=H+1
2+ H={2+0,24+3}={2,5} =H+2

Observacao 2.2.6: Os grupos apresentados nos exemplos sao abelianos, por isso H ¢é
subgrupo normal. No entanto, temos subgrupos normais de grupos nao abelinos, como

veremos nos exemplos de D,, no capitulo 4.
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2.3 Teorema de Lagrange

Definicao 2.3.1: A cardinalidade do conjunto de classes laterais a esquerda é o indice

de H em G, denotado por (G : H).

Exemplo 2.3.2: Sejam o grupo (Zg, +) e seu subgrupo H = {0,2,4}. As classes laterais

de H em G a esquerda sao:
O+ H={0,23) eT+H={1,35).

Lembrando que as demais classes laterais coincidem com uma dessas duas. Por-

tanto, (Ze: H) ={0+ H,1+ H} = 2.

Teorema 2.3.3: (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de
G. Entao, o(G) = o(H)(G : H) e, portanto, a ordem e o indice de H (denotado por o(H))
dividem a ordem de G.

A demonstracao desse teorema encontra-se disponivel em referéncia [3] (p. 189).

Exemplo 2.3.4: Tomemos G um grupo finito, H um subgrupo de G e K um subgrupo
de H. Provaremos que (G : K) = (G : H)(H : K).

Demonstracao:

Note que, se H é subgrupo de G, entdo (pelo Teorema de Lagrange) o(G) =
o(H)(G : H). Assim, de forma andloga, temos que o(H) = o( K)(H : K), pois K é sub-
grupo de H; e, o(G) = o(K)(G : K), porque K é subgrupo de G. Desta forma, tomaremos
o(@) (terceira equagao) e o(H), em seguida, substituiremos em o(G) = o(H)(G : H). As-
sim, o( K)(G: K)=(G:H)o(K)(H:K)= (G:K)=(G: H)(H:K). ]

2.4 Classes Conjugadas

Definicao 2.4.1: Se G é um grupo, entao uma relacao R em G é difinida por:

v,y €G, yRr < 3 g e G tal que v = g 'yg.
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Proposigao 2.4.2: Seja G um grupo. Sobre G, a relacao R define uma relagao de
equivaléncia.

Demonstracao:

(1) Reflexiva: Se xRz, entdao z = g 'xg. Seja g = e, temos x = e 'we.

(7i) Simétrica: Se yRx, entdao xRy,V x,y € G.

Se yRz, entdo x = g 'yg. Segue que gr = gg lyg = gr = yg = grg ' = v.
Agora, tomemos g = gl_l eg =g, logoy = gflxgl.

(731) Transitiva: Se yRx e xRz, entdo yRz, V x,y,z € G.

Se yRx = x = gyg ' e xRz = 2z = hah™!, sendo g,h € G. Substituindo z em
z = hxh™!, temos z = hgyg 'h™' = 2 = (hg)y(¢g~'h™"). Por fim, tome hg = g;' e

g 'h7t = g1, logo z = g 'y n

Definigao 2.4.3: A classe T = {y : zRy} = {29 : g € G} é chamada classe de conjugagao

(em G) determinada pelo elemento = € G (denotada por C,).

Exemplo 2.4.4: Seja (G,*) um grupo, entao C, = {e}.

Exemplo 2.4.5: Seja (G,*) um grupo abeliano, logo C,, = {z}. De fato:

Co={yeGy=g'xxxg, comgecG}

1

C.={yeGy=g ' *xgxx, comgeG}

C,={yeGy=exx, comgeG}={z}.

Observacgao 2.4.6: Veremos um exemplo de classes conjugadas em grupos nao abelinos

no capitulo 4, que sera abordado o grupo D,,.

Apo6s definirmos classes conjugadas, faremos entao, algumas consideragoes impor-

tantes acerca da mesma, a fim de relacina-la com subgrupos normais.

Observacao 2.4.7: Sejam G um grupo e H um subgrupo de GG. Se g € G definiremos a

fungao ¢ (conjugacao pelo elemento g € G) por:

p:GG—>G
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z— g lrg = af.

Temos que @(H) = {p(h) : h € H} = {h? = g-'hg : h € H} que serd denotada
por H9 ou g~ 'Hyg.

Proposicao 2.4.8:

(i) HY é subgrupo de G;

(74) Dizemos que um subgrupo H < G é normal em G se, e somente se, o(H) =
HIC HV geqd.

As demonstragoes dos itens acima encontram-se disponiveis em referéncia [5] (p.

139 - 140).

Exemplo 2.4.9: Se G ¢ grupo abeliano, entaoV g € G,HY = {g'xh*xg} ={h: h €
H} = H e, portanto H é normal.

Exemplo 2.4.10: No capitulo 4, veremos um interessante exemplo, em que um grupo

nao abelino também satisfaz essa condicao.
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3 Homomorfismo de Grupos e Grupos de Permutacoes

Neste capitulo, definiremos Homomorfismo de Grupos e apresentaremos as prin-
cipais propriedades e alguns exemplos relacionados ao mesmo. E também, trataremos
de Grupos de Permutacoes e importantes resultados desse conceito, que sera ttil para o

estudo do Grupo Diedral.

3.1 Homomorfismo de Grupos

Definigao 3.1.1: Sejam (G, *) e (J,-) grupos. Uma aplicagao f: G — J, de G em J é

um homomorfismo, se ela satisfaz a seguinte propriedade:

flxxy) = f(x)f(y),Y =,y €G.

Exemplo 3.1.2: Sejam (Z,+) e (C*,-) grupos. Verificaremos se f : Z — C* dada por
f(m) =™ é homormofismo.

Tomemos my, my € Z. Segue que f(mg +mgy) = ™12 = ™42 = f(my) f(my).

Exemplo 3.1.3: Sejam os grupos (R%,-) e (R, +). Verificaremos se f : R* — R definida
por f(z) = log(x),V x € R é homomorfismo.

Segue que f(z122) = log(z122) = log(z1) + log(x2) = f(z1) + f(x2).

Exemplo 3.1.4: f: R* — R* dada por f(z) = |z|, sendo R* grupo multiplicativo dos
reais ¢ homomorfismo.

Temos que f(z172) = |z129| = [21]|72] = f(21) f(22).

Propriedades 3.1.5: Seja (G, *) — (J,-) um homomorfismo de grupos. Assim:
(P1) fleq) = e,
(P2) f(z7™h) = f(2)~".
(P3) Im(f) ={y € J|y= f(x), para algum = € G } é subgrupo de J, chamado

imagem de f.
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(Py) kerf:={x € G| f(x) = e;s} é um subgrupo normal de G chamado ntcleo
do homomorfismo f.
(Ps) kerf ={ec} < f ¢ injetiva.

(Ps) Sejam os seguintes homomorfismos de grupos:
f : (G7*> - (J7> eh: (Ja) — (H7®)

A composigao ho f: (G,*) — (H,®) também é homomorfismo.

Demonstracao:
(P1) Temos que f(eq) = fleq * ec) = flea)f(ea), logo fleq) = [f(ec)f(eq).
Assim, f(eq)™ fleq) = f(eq) ' f(ea) flec) = e = f(eq).

(Py) Sege que f(z)f(z™) = f(axx") = fleg) = es = f(2)f(2)"" e, portanto,
Fa ) = ),

(Ps) Verificaremos que Im(f) < J. Para esse fim, tomemos f(z1) = y; e f(xq) =
Y2, com xq, xo € G. Segue que f(z1xx2) = f(x1)f(22) = yiy2 € Im(f). Agora, provaremos
que y' € G. Logo, f(z7!) = f(z)™' =y~ € Im(f).

(Py) Provaremos que kerf < G. Para isso, tome z,y € ker f, entdo:
flexy) = f(2)f(y) = ese; =e; € kerf,

fla™) = fx) ' =¢e;' =ey € kerf.

Por fim, provaremos que kerf < G. Seja a € xH, dai 3 hy € H tal que a = zh;.
Repare que a = xhy = (zhyz™')z. Além disso, temos que f(zhiz™') = f(z)f(h) f(z™!) =
f(@)esf(z™) = f(x)f(z™) = e;. Dai, zhiz! € kerf. Como a = zhy = (zhiz')x €
Hz, entao xH C Hx. Analogamente, podemos tomar o’ € Hx. Assim, 3 hy € H tal que
a = hox = (hoza Yz, Logo, f(hoxx™) = f(ho)f(x)f(x™1) = eje; = ey € kerf. Se
a € vH, entao Hx C xH. Portanto, tH = Hz.

(P5) (=) Sejam x; e T9 € G. Assumindo que f(x1) = f(z2), temos f(z1)f(z2) ! =
flaa) f(as)™" = fz1)f22)™! = es. Como f(a1)f(as)™" = flz123"), temos f(wra3') =
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ey. Logo, 1125, € kerf = eg, assim 2,25 'Ty = eqry. Segue que, x; = T, e, portanto, f
é injetivo.
(<) Tomemos = € kerf, entdo f(x) = e; = f(eg) (por hipétese f é injetivo) =

Tr = €g.

(Ps) Tomemos z1,75 € G. Entdo, ho f = ho f(xy *xx3) = h(f(z1 x 23)) =
h(f (1) f(w2)) = h(f(21)) © h(f(22)) = (ho (f(x1)) © (ho (f(x2)). =

3.2 Isomorfismo de Grupos

Definigao 3.2.1: Sejam (G, *) e (J,-) dois grupos quaisquer. Diz-se f : G — J é um
isomorfismo se, e somente se:

(i) f é homomorfismo de grupos;

(i) f é bijetivo.

Quando existe um isomorfismo entre dois grupo G e J, dizemos que G e J sao

isomorfos (denotado por G ~ J).

Exemplo 3.2.2: Mostraremos que f : (R%,-) = (R,+), dada por f(z) = log(z),V = €
R?% ¢ isomorfismo.

Demonstracao:

(i) Homomorfismo: (Exemplo 3.1.3).

(i) f € bijetiva:

(1) Se f(z1) = f(x2), entdo 1 = wx,. Para isso, tomemos z1,2, € R*. Dali,
f(x1) = f(x2) = log(x1) = log(z2) = w1 = 2.

(2) Seja z € R,3 x € R} tal que f(x) = 2. Segue que f(z) =2 =r=€e"€cR}. =

m
Exemplo 3.2.3: Sejam G = {2™3" | m,n € Z} e J = | m,n e€Z
-n m

Provaremos que f : (G,-) — (J,+) é isomorfismo.
Demonstracao:

(i) Homomorfismo: Verificaremos que f(zy) = f(x) + f(y). Para isso, tome = =
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t+r U+ S
2!3% ¢ y = 273%. Temos que f(zy) = f(2'34273%) = f(2!T73%*s) = =
—(u+s) t+r
t wu r s
+ = f(z)+ fly) € J.
—u t -5 r

(i) f € bijetiva:
(1) Se f(2m3™1) = f(2"23™2), mostraremos que ny = ny € My = My. Sejam ny, My, Ny, Mo €
n my N2 mg
Z. Segue que f(2M3™) = f(2"23™2) = = =Ny =nye
—my N1 —TMo N9
my = Mao.

(2) Provaremos que 3 z € G tal que f(z) = Z € J, sendo Z uma matriz. Para isso,
tomemos ny, m; € Z e x € G tal que x = 2™3™. Temos que f(zx) = f(2™,3™) =

nq mq
=z e J. ™
—m;

3.3 Grupos de Permutacgoes

Seja F/ um conjunto nao vazio, designaremos Bij(FE) o conjunto de todas as bijegoes
de E em E:
Bij(E)={f:E — E; f é bijecao}.

A composigao de aplicagoes é uma operacao em Bij(E). Pois, se f : E — E e

g : ' — FE sao bijegoes, entao a composta g o f, também é uma bijecao.

Proposicao 3.3.1: Se £ é um conjunto nao vazio, entao (Bij(E),o) é grupo.
Demonstracao:
(i) Associativo: Tomemos © € F e f,g,h € Bij(E). Segue que fo (goh) =
(Folgoh))(@) = F((goh)(a)) = F(g(h(x)) = (Fog)(h(@)) = (fog)oh)(x) = (fog)oh.
(i) Elemento neutro: A funcao identidade de E (ig : E — E) que é uma bijegao,
¢ o elemento neutro de Bij(F). Tomemos f € Bij(F) e x € E, temos que (ig o f)(z) =
in(f(z)) = f(x).

(74i) Elemento inverso: Tomemos a fungao g € Bij(E). Como g é uma bijegao,
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1

logo existe uma funcao inversa ¢~ : F — FE, que também é uma bijecao. Dai, temos

(gog)(x) =glg™' () = ip. =

Definig¢ao 3.3.2: O grupo (Bij(E), o) é chamado de grupo de permutagdes do conjunto
E.

Observacao 3.3.3: O conjunto Bij(F) possui outras notag¢oes como P(E) ou S(E).
Além disso, se £ é um conjunto finito com n elementos, entdao podemos indicar Bij(E)

por S,. E portanto, S, tera n! elementos.

Exemplo 3.3.4: Construiremos a tabua de S;. Sabemos que Sy = 2 elementos, logo

1 2 1 2 1 2 1 2
Sy =1 fo= = . Fazendo fi0 f; = o —
1 2 2 1 2 1 2 1
1 2
= = fo. Assim, podemos construir a seguinte tabua:
1 2
o| fol| f1
Jo| fo| u
Jil filfo

Observacao 3.3.5: O Grupo de Permutacoes também é chamado de Grupo de Simetrias.

Trataremos desse tema no proximo capitulo.
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4 Grupo Diedral: Generalizacao e Exemplos

Este capitulo tem por objetivo estudar o Grupo Diedral. Para esse fim, traremos
inicialmente de sua generalizacao e, em seguida, abordaremos alguns exemplos, dispondo

da teoria elementar de Grupos, vista nos capitulos iniciais.

4.1 Generalizacao do Grupo Diedral

O conjunto D, das simetrias de um poligono regular de n lados é grupo com a
operacao composicao de aplicagoes. O grupo (D,, o), também é conhecido como Grupo
Diedral de ordem 2n e, constitui-se por n rotacoes de k‘%’r em torno do centro de gravidade,
para k € {0,...,n — 1}, e por n reflexdes em torno dos eixos de simetria do poligono.

O Grupo Diedral ou Grupo de Simetrias pode ser entendido como Grupo de Per-
mutacgoes. Isso porque, existe uma bijecao f de D, em D, e, os movimentos de rotagao
e reflexao de D,, sao representados por permutacoes, que veremos nos exemplos da se¢ao
4.2.

Definiremos a seguir as transformacgoes espaciais deste poligono. Para isso, toma-
remos um poligono regular P, (Figura 01), em que n é o nimero de lados do poligono
(n € N, com n > 3). O centro de gravidade é o ponto O, e existem n retas do espago que

passam pelas mediatrizes e diagonais (eixos de simetria) do poligono.

Figura 01

As transformacoes espaciais que preservam o poligono regular de n lados sao:
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(i) Transformagoes Planas:
., Tn, as Totacoes de 0,25, 22 (n — 1)2 radianos
> n n n

Denotadas por rg, 71,79, ..

em torno do centro O, no sentido anti-horario.

(i) Transformagoes Espaciais:
Denotadas por si,ss,...,s,, as reflexoes espaciais de 7 radianos em torno das

retas (eixos de simetrias) Sy, S, ..., Sy.

Portanto, D,, é o conjunto formado por n rotacoes e n reflexoes:

D, =A{ro,...,Tn, 81, ., Sn}

Sejam R,, o conjunto de rotacoes do poligono regular de n lados e a operagao

composicao de aplicacoes.

Figura 02

Podemos observar que r, gera R,:
e =1y =r" é arotagao de angulo 0;
ry =71 ¢ a rotagao de angulo 2;

2 ¢ a rotacao de angulo 2%“;

3 A = A 21,
r3 = ry € a rotagao de angulo 3575

Tpo1 = r’f‘l é a rotagao de angulo (n — 1)277r

Segue que 70 = e, 12 = rjor; =71y, 13 =rior; =713, ...

rn_1. (#) Assim, R, é o conjunto das poténcias de r:

R, ={e,m, r%, . ,r?_l}.
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Proposigcao 4.1.1: O conjunto R, com a operagao composicao de aplicagdes é grupo
abeliano.
Demonstracao:

(i) Provaremos que a opera¢ao composigao estd bem definida:

o: R, xR, —> R,

(o) o i

(1) Para i + j < n : Esse caso, decorre de (#).

(2) Para i + j > n : Usando o Algoritmo da divisdo, temos que 3 ¢,r € N tais que

i+j=qn+r com0<r<n. Entdo, rior] =7 =1 =M opt = (rM)9or] =
T o__ T
elori =r] € R,.

y g . Qi i d ok i ol ok — i
(7) Associatividade: Sejam 74,7{,7y € R,. Provaremos que (r} or{)ory =rjo
J ok i gl ki) ook itk Ttk J ok
(r] orf). Temos que (rior])ori =17 ori =r] =rtor] " =rlo(r{or}).

(717) Elemento neutro: Seja i € R, com i € {0,1,...,n — 1}. Entao, 3 e € R,

i oo — i i i o0 i _ .0
tal que rioe=eor; =r;. Comorjor]! =r] = e=rj.

(7v) Elemento inverso: Tomemos 7%, com ¢ € {0,1,...,n—1}. Note que, rior]™" =
riortor'=rloeor;'=rior;"=e. Dai, 7" our] " éo inverso de rl em R,.
(v) Comutatividade: Sejam 7%, 7 € R, logo ri or] = ri™7 =ri™" =] orl. n

Sejam Re o conjunto das reflexdes do poligono regular de n lados e a operagao

composicao de aplicacoes.

Figura 03

Observe que:

s1 é a reflexao em torno da reta S; pelo vértice 1 e pelo centro O;
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s9 € a reflexao em torno da reta Sy pelo vértice 2 e pelo centro O;

s, ¢ a reflexdao em torno da reta S, pelo vértice n e pelo centro O.

Observagao 4.1.2: O caso acima ocorre se n for impar. Caso n seja par, temos:

Figura 04

Note que:

s1 é a reflexao em torno da reta S; pelo vértice 1 e pelo centro O;
s9 ¢ a reflexao em torno da reta Sy pelo vértice 2 e pelo centro O;
s3 é a reflexao em torno da reta Sz pelo vértice 3 e pelo centro O;

sz € a reflexao em torno da reta Sz pelo vértice 5 e pelo centro O;

|3

sni1 € a reflexao em torno da reta S= 41 que intercepta o segmento 1n e o centro O;

sn.o é a reflexao em torno da reta S».» que intercepta o segmento 12 e o centro O;
5+ 5+ )

sy ¢ a reflexdao em torno da reta S, que intercepta o segmento (5 — 1)(%5) e o centro O.

Observacao 4.1.3: Se n for impar, existem n retas do espaco que passam pelas mediatri-
zes do poligono. E, se n for par, existem § retas do espago que passam pelas mediatrizes

e 3 retas que passam pelas diagonais do poligono.

Para facilitar nossa generalizagao, tomaremos s a reflexao de 7 radianos em torno

da reta S pelo vértice 1 e pelo centro do poligono. Assim, cada reflexao pode ser escrita
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como combinacao de s com as poténcia de 1. Segue que:

51,80 =80T1,83=58072...,8, =807}

Podemos definir o conjunto das reflexoes Re como:
Re ={s,sor|, 5071} sori 1}
— ; 1, 17 1 :

No entanto, Re nao é grupo com a composicao de aplicacoes. Observe que, esse

conjunto nao possui um elemento neutro: s> =sos =1y =c ¢ Re.

D,, é definido como R,, U Re, sendo gerado por s e ry:
2 n 2 n—1
D, ={e,r,r{,...,rl,s,s0r,s0r],...,80r7 "}

A seguir, mostraremos que (D,,, o) é grupo (nao abeliano). Para isso, usaremos a

rotacao ry e a reflexao s, os geradores de D,,:

1 23 ... n—1 n 1 2 3 ... n—1 n
ry = es—=
2 3 4 ... n 1 1 n n—-1 ... 3 2

Tais representacoes podem ser visualizadas nas figuras 02 e 03 desta segao.

Lema 4.1.4: A igualdade sor] =r]"" os é vilida em D,,.
Demonstracao: Usaremos o Principio de Inducao sobre r:

i) Ser =1, entdo sor; ="' os. Segue que:
1

1 23 ... n—1mn "1 123 ... n—1n s
(1)50 r =
123 ... n—1n 2 3 4 ... n 1
s 1 2 3 ... n—=1n
n n—1n-2 ... 2 1
(2) Como 7" ory =1} = e, entdao ri~" = r{' (inverso). Dai, ;' ¢ a rotagao de 2

radianos em torno do centro O, no sentido horario.

1 23 ... n—1 n s 1 2 3 ... n—1 n

n—1 1 e

ry 0s8=r1r; 08=
1 23 ... n—1 n 1 n n—-1 ... 3 2
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it 1 2 3 ... n—1 n
n n—1 n—2 ... 2 1

Como (1) = (2), temos que a igualdade acima vale para r = 1.

(1) Supondo que vale para r = k, assim sor¥ = r?’k os, com k > 1. Provaremos
Hipétese
kil n—(k+1) ~ kt1 k T
parar =k+1= sorj" =1 os. Entao, sor{" =sorjor, =1r{""osor =
rho ptlos =10 PR los =170 7“711_(“1) os=¢eo R;l_(kﬂ) 08 = T?_(kﬂ) 0s. =

Lema 4.1.5: A composicao é uma operacao em D,,.

Demonstragao: Provaremos que a operagao composi¢ao esta bem definida, ou seja,
rios*orlos’ € D,. Tomemos (rios" rlos’) € D, x Dy, comi,je{0,1,....n—1}e
u,v € {0,1}. Para isso, observaremos os seguintes casos:

€Dy,

(1) Parau=0=ri0s’0rlos’ =rioceor]os’ =rior]os’ =717 os’ € D,.

N Parau=1=riosorlos' =rior’ 7 osos’ =77 ogutl € D,.
1 1 1071 1

3

Note que s2 =sos=cous®=s0s0s=e0s=s e, portanto, podemos reduzir

as poténcias de s a e ou s. [

Proposicao 4.1.6: D,, é grupo (nao abeliano) com a composigao de fungoes.
Demonstracao:
(i) Vale a associatividade em D,,, pois é decorrente da operacao composigao.
(#4) D,, possui um elemento neutro, em que ry = e.
(741) Existe um elemento inverso:
Provaremos que r}{ o s* € D,, possui um inverso. Desta forma, observaremos os
casos a seguir:

(1) Para u = 0: Se ri o s = ri, entao r}*. Basta verificarmos que r{ o 77" = e.

(2) Parau=1: Comoriosorios=riorf"osos=rlos?=eoe=ec. Portanto, o
inverso de 7¢ o s é ele mesmo.
Tadavia, nao vale a comutatividade. Pois, pelo Lema 4.1.4, temos que sor; =

" los=r'os#r os, parar = 1. Logo, (D,,o) é grupo (ndo abeliano). m

Proposigao 4.1.7 (D, 0) é grupo (nao abeliano) com 2n elementos.

Demonstracao:
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Basta tomarmos 4,7 € {0,1,...,n — 1} e u,v € {0,1} tais que 7% 0 s* = 77 o s*.

Provaremos que 1 = j e u = v.

Segue que 7l os* =r]os’ = (r!)torios" = (r{)lorios’ = (r])loriost = s

v
= (1) Toriosto(s) T =5"0(s) "= (1) tori=s"0(s") "' = rori =505
= rzl'+(—j) _ qut(—u)

Se u = v, entdo st = e € {e,ry,...,r?"'}. Por outro lado, se u # v, logo
vt = s ¢ Lery,...,r7 '}, o que contradiz o fato de rlfr(*j) = s'TW, Daf, u =v e

ri = r{ e, portanto, ¢ = 5. Logo, D,, possui 2n elementos, sendo dois a dois distintos. =
Defini¢ao 4.1.8: O grupo (D, o) é denominado Grupo Diedral de ordem 2n ou Grupo

de Simetrias em poligonos regulares de n lados.

4.2 Exemplos de Grupos Diedrais

Veremos a seguir alguns exemplos de Grupos Diedrais, destacaremos os grupos de

simetrias do triangulo equildtero e quadrado.

4.2.1 Simetrias do Triangulo Equilatero

Seja D3 o conjunto de simetrias do triangulo equilatero de vértices 1,2 e 3 (Figura

05).

51:1

Figura 05

(i) Transformagoes Planas:

4m

5 radianos em torno do centro O,

Denotadas por e, r; e ro, as rotagoes de 0, %’r e

no sentido anti-horario. Representadas pelas permutacoes:
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1 2 3 1 2 3 1 2 3
e = , 1 = € o =
1 2 3 2 31 3 1 2

(i) Transformagoes Espaciais:
Denotadas por si, o € s3, as reflexoes espaciais de m radianos em torno das retas

51,9, e S3. Representadas pelas seguintes permutacoes:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
51 = y 82 = € S3 =

1 3 2 3 21 21 3

Segue que D3 = {e, 1,72, 81, 89,53} = {e,r1,7%, 5, sory, sor?}. Em seguida, faremos

a construcao da tabua de D3. Temos que:

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1081 = o = = 52;
1 3 2 2 31 3 2 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3

S1 0 89 = ©) = =T9.
3 2 1 1 3 2 3 1 2

Realizando-se todas as possiveis composicoes, temos a seguinte tabua:

o | e ™ T2 S1 So | S3

e e ™ T2 S1 So | S3

(&1 T1 T2 (& So | S3 | S1

Ty | T2 e T1 S3 | S1 S9

S1 S1 S3 | S2 | € To | T1

So | S2 | S1 S3 | ' (& T2

S3 | 83| S2 | S1 Ty | T e

Podemos observar que (D3, 0) é grupo (nao abeliano). Através da tabua, verifica-
P _ . -1 _ -1 _ -1 _

mos a existéncia do elemento neutro e = ry e dos inversos de r;~ =1y, s = 81, S, =
Sy, 830 = s3, 75" = r1. Além disso, vale a associatividade por se tratar da composicio de
aplicagoes. Contudo, nao vale a comutatividade, pois s3 0 s; # s 0 s3. Como ja haviamos

demonstrado anteriormente.
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Observagao 4.2.1.1: D3 = S3 = 3! = 6 elementos, que corresponde a ordem de Ds.

Exemplo 4.2.1.2: Determinaremos os subgrupos de D3. Para isso, usaremos o Teorema
de Lagrange (teorema 2.3.3). Como j& sabemos, a ordem de D3 ¢é seis, ou seja, seis é a
quantidade de elementos do grupo. Assim, os possiveis subgrupos de D3 possuem 1, 2, 3 ou
6 elementos. Os subgrupos de ordem 1 e 6 sao formados pelo elemento neutro e o préprio
D3, respectivamente. Enquanto, os subgrupos de ordem 2, totalizam-se 3, representados
por A ={e,s1}, B ={e,s2} e C = {e, s3}. E, apenas um subgrupo possui ordem 3, que

corresponde a H = {e,ry,rs}.

Observagao 4.2.1.3: Use a proposicao 1.2.4, para verificar se um conjunto nao-vazio

é subgrupo de Dj3. Para exemplificar, tomaremos o conjunto A = {e, s;}. Segue que

s;' = 51 € Ds, além do mais, eo s; = s; € Ds e, portanto, A é subgrupo de Ds.

Procedimento analogo aos demais subconjuntos de Dj.

Exemplo 4.2.1.4: Seja a = r; € D3, temos 10 =e, rl =71, ri =ry, 1} =¢, r} =

r1, 7} =T9,... Dali, [ri] = {e,71,r2} = H e, portanto, H ¢ ciclico.

Exemplo 4.2.1.5: Tomemos o subgrupo H = {e,r,7r2}. Pelo Teorema do Lagrange,
temos que (D3 : H) = 2. Podemos determinar as classes laterais a esquerda e a direita de

H em Dj3. Segue que:
eoH ={eoe,eor;,eory} ={e,r;,r} = Hoe;

rmoH ={rioe,riory,rior}={r,r,e} =Hor;
roo H={ryoe,rpor;,rpory} ={ry,er}=Hory;
sioH ={sjoe,sy0r,810r3} ={s1,83,8} = H o sy;
sgo H ={sy0e,s9011,850r9} = {59,51,53} = H 0 s9;
sso H={s3o0e,s30r,8307r} ={s3,892,51} = H o s3.

Portanto, sé existem duas classes laterais (distintas) a esquerda de H, sendo essas, e o H

e s;1 0 H. Segue que H é normal, pois ambas as classes sao iguais.
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Exemplo 4.2.1.6: Os grupos S3 e D3 sao isormorfos. Podemos observar a seguir, que

de fato, existe uma bijecao f de S3 em Dj:

1 2 3
=e—e
1 2 3
12 3
=Tr+—"n
2 31
1 2 3 N
=7 T
31 2
1 2 3
=S+ 5
1 3 2
1 2 3
=S0T7r1H——= Sy
3 21
1 2 3 )
=s5071] —> S3
2 1 3
Agora, verificaremos se f é homomorfismo. Para isso, tomaremos s;,m, € Ds
1 2 3
tais que f(s1 o r1) = f(s1) o f(r1). Segue que f(s; o r) = = 53 =
21 3
12 3 1 2 3 ) ) )
o = f(s1)o f(r1). Procedimento andlogo aos demais elementos
21 3 1 3 2

de Ds5. Portanto, temos um isomorfismo.

4.2.2 Simetrias do Quadrado

Seja D4 o conjunto de simetrias do quadrado de vértices 1,2,3 e 4 (Figura 06).

: .
. 53 .G
4 ' 1.8,
Sy
(8]

Figura 06
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(i) Transformagoes Planas:

T e 3 radianos em torno do centro

Denotadas por e, 11, 72 € 13, as rotagoes de 0, 7, 5

O, no sentido anti-horario. Representadas pelas permutacoes a seguir:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
€= 1= yT2 = €r3 =
1 2 3 4 2 3 4 1 3 4 1 2 4 1 2 3

(i) Transformagoes Espaciais:
Denotadas por si, S9, S3 € S4, as reflexoes espaciais de m radianos em torno das

retas S, 52, S3 e S4. Representadas pelas permutacgoes:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
S1 = y S2 = , 83 = €S54 =
1 4 3 2 3 2 1 4 4 3 2 1 2 1 4 3

_ _ 2 .3 2 3
Temos que Dy = {e,r1,79,73, 81, S2, 83,84} = {e,r1,r{,r5,8,80r;,s0r,s0r;}.

Posteriormente, construiremos a tabua de D,. Segue que:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

S1071 = °© = = Sy;
2 3 41 1 4 3 2 21 4 3
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

S9 O T9 = O = = S1.
3 41 2 3 2 1 4 1 4 3 2

Apoés efetuarmos todas as composicoes, obtemos a seguinte tabua:

T1 T T9 T3 e S3 Sy S9 S1

D) T9 T3 e T1 S9 S1 S4 S3

T3 T3 (& T D) Sq S3 S1 S9

S1 S1 Sq S9 S3 (& T2 T3 T1

S9 S9 S3 S1 Sq (] (& T T3

S3 S3 S1 S4 S9 T T3 (& D)

S4 | S4 | S2|8S3|S1|T3 | T T2 e
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Por meio da tdbua, podemos verificar que (D4, o) é grupo (nao abeliano). Lembre-
mosquer) =e, ro =rior, =717 r3=rori =1} s3= sor: s, =sor>. Portanto,

D, é gerado por ry e s.

Exemplo 4.2.2.1: Tomemos o subconjuto D4 de S;. Provaremos que D, é subgrupo
de S4. Para isso, usaremos a proposicao 1.2.4. Ao visualizarmos a tabua, percebemos
A . -1 _ -1 _ -1 _ -1 _ -1 _ -1 _

a existéncia dos inversos ;" =13, 7, =T9, T35 =T1, S, = S1, S5 = S2, S5 = Sg,
todos eles pertecem a D,. Além do mais, a operacao esta bem definida, pois ao tomarmos
r1, 81 € Dy, temo r1 087 = s3 € Dy. O mesmo vale para os demais elementos de Dy4. Logo,

D, é subgrupo de Sy.

Observagao 4.2.2.2: Sabemos que a ordem de D, é oito. Enquanto, Sy = 4! = 24 ele-
mentos, logo 0(S,) = 24. Pelo Teorema de Lagrange (teorema 2.3.3), Sy possue subgrupos
de ordem 1,2,3,4,6,8,12 e 24. No entanto, nos interessa apenas o subgrupo de ordem

oito, que corresponde a Djy.

Exemplo 4.2.2.3: Seja o subgrupo H = {e, 1,79, r3}. Identificaremos as classes laterais

a esquerda e a direita de H em D,4. Temos que:
eoH={eoe,eor,eory,eors} ={e,r,r,r3} = Hoe;

sjoH ={sj0e,s10711,51 072,51 013} = {51,54,52,53} = H 0 51.

Enquanto, as outras classes laterais a esquerda de H coincidem com essas duas. Além do

mais, temos que eo H = Hoee sy 0 H= H o sy, logo H é subgrupo normal.

Observacao 4.2.2.4: Através da visualizagao da tabua, facilmente nota-se que H =
{e, 1,79, 73} é subgrupo de Dy. Isso porque, a operacao estd bem definida e os inversos

dos elementos estao em H.

Exemplo 4.2.2.5: Provaremos que f é isomorfismo. Sendo assim, podemos observar a

existéncia de uma bijecao f de Dy em Dy:

1 2 3 4
1 2 3 3

=er—e
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1 2 3 3
=rM+—n"
2 3 41
1 2 3 3 )
=7r] —> Ty
341 2
1 2 3 3 5
=71 —> T3
4 1 2 3
1 2 3 3
=S+ 5
1 4 3 2
1 2 3 3
=80Ty H——> Sy
3 21 4
1 2 3 3 N
=s5071] —> S3
4 3 2 1
1 2 3 3 5
=807 > 84
21 4 3
Verificaremos que f é homomorfismo. Para isto, tomemos ry,79 € Dy tais que
1 2 3 4
f(ry o r) = f(r1) o f(r2). Segue que f(r; o ry) = = ry =
4 1 2 3
1 2 3 4 1 2 3 4
o = f(r1) o f(r2). O mesmo procedimento vale para
2 3 41 341 2

os outros elementos de Dy. Assim, f é isomorfismo.

Exemplo 4.2.2.6: A seguir, calcularemos as classes de conjugacao do grupo D,4. Para

isso, tomaremos 71 € Dy. Segue que C,, ={y € Dy,y =g tor og, com g € Dy}:

g:e:>e_10rloe:eo7“1:r1;

ng‘l€D4:>T;10T10T1:7”307”107“1:607’1:7”1;
g:7”2ED4:M”;lorlo?“g:r20r10r2:r30r2:7"1;
g:rgED4:>r§107"107“3:7“107"10r1:7"207’1:7"3;
g:$1ED4:>31_107"10$128107’1081:6’4081:7"3;

g:SQ€D4:>82_107’10$2:SQOT1082283082:7’3;
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g:53ED4:>5§107’1053253or1033:51053:r3;
9284€D4:SZIOT108428407“1084:82084:7“3.

Portanto, os conjugados de r; sao r3 e ele mesmo. O procedimento é analogo aos desmais

elementos de D,. Sendo assim, ao realizarmos todos os calculos, obtemos:
Ce={e};Cr, ={n} e C,, ={r3}; Cr, = {ra} e G, = {r3};

C’7"3 = {Tl} ¢ CTs = {7’3};031 = {51} € Csl = {52};052 = {51}

€ 082 - {82}; 053 = {33} € 053 = {34}; 054 - {83} € ng = {34}'

Observagao 4.2.2.7:  Sabemos que H = {e,ry,ry, 73} é subgrupo de Dy. Segundo a
proposi¢ao 2.4.8 (ii), V g € Dy, o subgrupo H satisfaz a seguinte condi¢ao: {g~'*h*g} =
H. Portanto, H é subgrupo normal de G. Como ja haviamos provado no exemplo
4.2.2.3. No entanto, o conceito de subgrupos normais, pode ser entendido através de

classes conjugadas.



23

5 Consideracoes Finais

Vimos que a Teoria de Grupos é uma area da Matematica voltada para o estudo
de estruturas algébricas chamadas de Grupos. Tal teoria é relevante para a Algebra
Moderna, pois estda por tras de estruturas algébricas como corpos, anéis e espacos vetoriais,
e é uma ferramenta importante para o estudo de simetrias. Além do mais, o estudo
de Grupos, em particular do Grupo Diedral é util para outras areas do conhecimento,
por exemplo, na Quimica a geometria molecular e as propriedades moleculares estao
diretamente relacionadas a esse conceito.

Portanto, a construcao do Grupo Diedral ocorre por meio do estudo das simetrias,
o qual é significante para este trabalho. Sendo assim, apresentamos a teoria elementar de

Grupos para enriquecer o estudo do Grupo de Simetrias em poligonos regulares.
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